Вариационное исчисление и методы оптимизации

Специальность – Математика

Курс – 3, семестр - 5

Часть 1. ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
Лекция № 5. Задача Лагранжа при наличии старших производных
Рассматривается задача минимизации интегрального функционала, зависящего от функции и ее старших производных. Показывается, что необходимым условием минимума является уравнение Эйлера – Пуассона. Рассматриваются примеры.
5.1. Постановка задачи 
Рассматривается функционал
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где F – известная функция своих аргументов, а неизвестная функция 
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 удовлетворяет граничным условиям
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а 
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 – заданные числа, 
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 Ставится следующая задача.

Задача 5.1. Найти функцию 
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 минимизирующую функционал I при выполнении граничных условий (5.1), (5.2).
Замечание 5.1. Вообще-то, заранее не очевидно, сколько краевых условий должно быть задано, чтобы получить естественное обобщение задачи Лагранжа на случай, когда подынтегральное выражение зависит от старших производных.
Замечание 5.2. Естественно, при 
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 мы получаем рассмотренную ранее задачу Лагранжа.
5.2. Уравнение Эйлера – Пуассона 
Для анализа поставленной задачи вновь воспользуемся описанным ранее методом. Определим функцию одной переменной 
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где ( – число, а h – достаточно гладкая функция, определенная на отрезке 
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 и удовлетворяющая однородным граничным условиям
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Тогда величина 
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 т.е. вариацией и, наверняка удовлетворяет граничным условиям (5.1), (5.2). 
Как и раньше, функционал I достигает своего минимума в точке u тогда и только тогда, когда число 0 является точкой минимума функции f. Остается найти производную этой функции в данной точке (если таковая, конечно, существует) и приравнять ее нулю. Для достижения дифференцируемости функции f предположим, что функция F является достаточно гладкой. Обозначим через 
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 частные производные от функции F по соответствующим аргументам. Тогда справедливо следующее утверждение.

Лемма 5.1. При указанной гладкости функции F существует производная функции f в нуле, равная
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Доказательство. Определим величину
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Пользуясь разложением в ряд Тейлора, находим значение
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где 
[image: image17.wmf]()/0

hss

®

 при  
[image: image18.wmf]0.

s

®

  Отсюда следует равенство
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После деления на ( и перехода к пределу при 
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 получаем
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Применяя интегрирование по частям с учетом граничных условий (5.3), будем иметь
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В результате предшествующее равенство принимает следующий вид (5.4). (
Правая часть равенства (5.4) по-прежнему называется вариацией функционала XE "вариация:функционала"  I в точке u по направлению h и обозначается через 
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 Итак, в том случае, когда u является решением задачи Лагранжа и существует вариация функционала I по любому направлению h, справедливо соотношение
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для любых функций h, удовлетворяющих граничным условиям (5.3). Теперь несложно установить следующее утверждение: 
Теорема 5.1. Если достаточно гладкая функция u является решением задачи 5.1, то она удовлетворяет уравнению Эйлера – Пуассона  XE "уравнение:Эйлера" 
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Действительно, учитывая лемму 5.1, приведем соотношение (5.5) к следующему виду:
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для всех функций h, удовлетворяющих граничным условиям (5.3). Тогда, применяя основную лемму вариационного исчисления, приходим к равенству (5.6).  
	Вопрос: Какой порядок имеет уравнение (5.6)?


Решение задачи 5.1 характеризуется дифференциальным уравнением (5.6) порядка 2r с краевыми условиями
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Замечание 5.3. Мы убеждаемся, что число краевых условий в точности равно порядку рассматриваемой системы дифференциальных уравнений. Вследствие этого у нас есть основания полагать, что мы, в принципе, сможем отсюда найти решение задачи.

Замечание 5.4. Как и раньше речь идет лишь о необходимых условиях локального экстремума.

	Вывод: Для практического нахождения решения задачи 5.1 получена система дифференциальных уравнений (5.6) порядка 2r с краевыми условиями (5.7), (5.8).


5.3. Пример
Рассмотрим следующий пример.

Пример 5.1. Требуется найти минимум функционала
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среди множества всех функций 
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 удовлетворяющих условиям
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Уравнение Эйлера – Пуассона имеет вид
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Общее решение этого уравнение имеет вид
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Неизвестные константы здесь определяются исходя из имеющихся граничных условий. Имеем
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Далее,
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Отсюда следует, что 
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 а значит, 
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 В результате заключаем, что минимум рассматриваемого функционала может достигаться исключительно на кривой 
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Выводы

На основании полученных результатов можно сделать следующие выводы:

· Решение задачи Лагранжа с подынтегральной функцией, зависящей от старших производных искомой функции, удовлетворяет уравнению Эйлера – Пуассона с заданными краевыми условиями.

· Уравнение Эйлера – Пуассона имеет удвоенный порядок по сравнению с порядком старшей производной искомой функции в минимизируемом функционале.   

· Решение полученной краевой задачи может оказаться может оказаться решением исходной системы, хотя и не обязано быть таковым.

Задания на самостоятельную работу
Требуется найти функцию 
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 минимизирующую функционал
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на множестве всех функций удовлетворяющих условиям 
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В следующей таблице задаются значения параметров задачи для различных вариантов.
Табл. 5.1. Значения параметров для самостоятельной работы.

	вариант
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Требуется выполнить следующие действия:

1. Получить систему уравнений Эйлера.

2. Решив соответствующую краевую задачу, найти функции, которые могут оказаться решением данной задачи Лагранжа.       
3. Найти значение функционала, соответствующее найденным экстремалям.

4. Подобрать произвольную функцию, удовлетворяющую заданным граничным условиям и вычислить соответствующее ей значение функционала.
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Направления дальнейших исследований

В дальнейшем предполагается рассмотреть задачу минимизации функционалов, зависящих от функций многих переменных, а также вариационные задачи при наличии дополнительных ограничений. 
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